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Johdanto
Gabrielin torvi on kolmiulotteinen matemaattinen kappale, jonka pinta-ala
on a¨a¨reto¨n, mutta jonka tilavuus on korkeintaan piin suuruinen. Kappaleen
olemassaolon huomasi italialainen fyysikko Evangelista Torricelli. Gabrielin
torven olemassaolo ha¨mmensi 1600-luvun matemaatikkoja, koska matemaat-
tiset metodit ja tieto eiva¨t olleet viela¨ kehittyneet niin paljon, etta¨ Gabrielin
torven kaltaisille kappaleille olisi pystytty antamaan ymma¨rretta¨via¨ todis-
teita. Kappaleen nimi viittaa kristillisen mytologian tuomiopa¨iva¨a¨n, jolloin
arkkienkeli Gabriel puhaltaa torveensa ja tunnettu, a¨a¨rellinen maailmamme
loppuu yhdistyen pa¨a¨ttyma¨tto¨ma¨a¨n jumalaiseen todellisuuteen. Nimi kuvaa
kappaletta hyvin, silla¨ Gabrielin torvessa yhdistyy a¨a¨rellinen ja a¨a¨reto¨n mie-
lenkiintoisella tavalla.
Kochin lumihiutale on Gabrielin torven analogia tasossa. Se on tasokuvio,
jonka pinta-ala on a¨a¨rellinen, mutta sen piirin pituus on a¨a¨reto¨n. Ta¨ma¨n
kaiken ja muut lumihiutaleen mielenkiintoiset ominaisuudet lo¨ysi ruotsalai-
nen matemaatikko Helge von Koch vuonna 1904. Kochin lo¨ydo¨kset olivat
merkitta¨va¨ etappi fraktaalitutkimuksen saralla.
Gabrielin torvea ja Kochin lumihiutaletta voisi ensisilma¨yksella¨ luulla para-
dokseiksi, mutta sita¨ ne eiva¨t kuitenkaan ole.
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1 Gabrielin torven ja Kochin lumihiutaleen
lo¨yta¨jien historiaa
1.1 Evangelista Torricelli
Gabrielin torven keksi italialainen fyysikko Evangelista Torricelli (1608-1647).
Ha¨n syntyi Faenzassa vuonna 1608 ko¨yha¨a¨n ka¨sityo¨la¨isperheeseen. Torricel-
lilla oli kaksi nuorempaa veljea¨, jotka periva¨t vanhempiensa ka¨sityo¨la¨isam-
matin. Evangelistan isa¨ kuitenkin huomasi poikansa a¨lykkyyden ja pa¨a¨tti,
etta¨ Evangelistan oli saatava kykyja¨nsa¨ vastaavaa koulutusta. Evangelista
la¨hetettiin oppiin enonsa luokse Camaldolesen munkkiluostariin. Luostarissa
Evangelista sai riitta¨va¨n peruskoulutuksen, jotta ha¨net voitiin la¨hetta¨a¨ Je-
suiitojen pita¨ma¨a¨n kouluun opiskelemaan lisa¨a¨ matematiikkaa ja filosofiaa.
Jesuiitakoulussa ha¨nen uskomattomat kykynsa¨ huomattiin, ja ha¨net ja¨rjes-
tettiin jatko-opiskelemaan Bendetto Castellin alaisuuteen vuonna 1626. Cas-
telli oli Camaldolesen luostarin munkki, joka opetti Roomassa Sapienzan yli-
opistossa. Evangelista ei kuitenkaan ka¨ynyt yliopistoa, vaan ha¨n oli Castellin
yksityisoppilaana. Ha¨n kustansi opintonsa toimimalla Castellin sihteerina¨.
Castellin alaisuudessa nuori fyysikko opiskeli matematiikkaa, hydrauliikkaa,
mekaniikkaa seka¨ astronomiaa aina vuoteen 1633 asti. Evangelista oli Galileo
Galilein suuri ihailija, ja toimimalla Castellin sihteerina¨ Evangelistalle avau-
tui mahdollisuus ottaa henkilo¨kohtaisesti yhteytta¨ suoraan Galileoon. Eri-
tyisesti Evangelistaa kiehtoi Galileon tutkimus astronomian saralla. Suuren
tiedemiehen inspiroimana Evangelista olisi varmaan suunnannut myo¨s oman
tutkimuksensa juuri astronomiaan ja aurinkokunnan tutkimukseen. Ha¨n kui-
tenkin muutti mielta¨a¨n sen ja¨lkeen kun katollisen kirkon tuomioistuin oli ju-
listanut Galileon astronomiaa koskevat julkaisut ja tutkimuksen pannaan.
Galileo ma¨a¨ra¨ttiin kotiarestiin va¨a¨ra¨oppisten tulostensa vuoksi. Ta¨sta¨ sa¨i-
ka¨hta¨neena¨ Evangelista Torricelli pa¨a¨tti keskitta¨a¨ tutkimuksensa va¨hemma¨n
raflaavaan alueeseen: matematiikkaan. Seuraavat yhdeksa¨n vuotta Evange-
lista toimi sihteerina¨ Galileon hyva¨lle ysta¨va¨lle Giovanni Ciampolille. Tuo-
na aikana Evangelista valmisteli ensimma¨ista¨ julkaisua tutkimustuloksistaan.
Ha¨nen lo¨yto¨nsa¨ geometrian saralla saivat munkkiopettaja Castellin niin va-
kuuttuneeksi, etta¨ Castelli itse vei kopion Evangelistan havainnoista Galileol-
le ja ehdotti, etta¨ Galileo palkkaisi Evangelistan avustajakseen. Evangelista
matkusti viimein Arcetriin Galileon luokse vuonna 1641. Siella¨ ha¨n avusti Ga-
lileota tutkimuksessa yhdessa¨ toisen avustajan, Vivianin kanssa. Kolmikon
yhteistyo¨ta¨ ei ehtinyt kulua kuin muutamia kuukausia ennen Galileon ylla¨t-
ta¨va¨a¨ kuolemaa vuonna 1642. Torricelli peri osan Galileon tyo¨sta¨. Ha¨n kuoli
uransa huipulla vain 39 vuoden ia¨ssa¨ sairastuttuaan epa¨onnisesti lavantau-
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tiin. Torricelli oli rehellinen persoona, joka halusi vakuuttaa muutkin ihmi-
set matematiikan uskomattomista totuuksista. Ha¨n ka¨ytti tutkimuksessaan
seka¨ uusia etta¨ vanhoja metodeja, mutta Evangelistalle oli ta¨rkea¨a¨ formuloida
myo¨s klassiset geometriset todistukset lo¨ydo¨ksilleen. Ta¨ma¨n ha¨n teki, jotta
jokainen voisi vakuuttua ha¨nen tulostensa virheetto¨myydesta¨. Uransa alussa
Torricelli kehitti klassisia geometrisia todistuksia toverinsa Bonaventura Ca-
valierin matemaattisiin lo¨ydo¨ksiin. Ha¨n myo¨s modifioi Cavalierin metodeja
sopimaan omiin tarkoituksiinsa. Evangelistan lo¨yta¨mia¨ tuloksia ka¨yta¨mme
nykya¨a¨n modernissa koordinaatiogeometriassa. Esimerkkina¨ Torricellin lo¨y-
do¨ksista¨ mainittakoon sykloidin pinta-alan kaava ja sykloidin massan keski-
pisteen. Osa Evangelistan havainnoista tuntui olevan ta¨ysin ristiriidassa sen-
aikaisen matemaattisen ka¨sityksen kanssa. Era¨s na¨ista¨ lo¨ydo¨ksista¨ oli Gab-
rielin torvi. Se on kappale, jolla on rajaton pinta-ala, mutta sen tilavuus on
korkeintaan piin suuruinen. Torricelli oli myo¨s eteva¨ fysiikan saralla. Ha¨n
kehitti mm. maailman ensimma¨isen barometrin seka¨ antoi ensimma¨isena¨ tie-
demiehena¨ selityksen ilmavirtojen syntymiselle. Torricelli tutki nesteen vir-
tausta ulos astiassa olevasta aukosta. Ha¨n huomasi, etta¨ nesteen virtausno-
peus riippuu nestepatsaan korkeudesta ja edelleen korkeuden aiheuttamasta
potentiaalienergiasta. Jotkut jopa va¨itta¨va¨t, etta¨ ta¨ma¨ lo¨ydo¨s oli perustana
nykyiselle hydrodynamiikalle.
1.2 Helge von Koch
Helge von Koch syntyi Ruotsissa tukholmalaiseen perheeseen 25. tammikuu-
ta 1870. Ha¨nen isa¨nsa¨ Richert Vogt von Koch teki uraa armeijan leivissa¨ ja
ha¨nen a¨itinsa¨ oli Agathe Henriette Wrede. Von Koch ka¨vi hyva¨a¨ tukholma-
laista koulua vuoteen 1887 asti, jolloin ha¨n sai perusopintonsa pa¨a¨to¨kseen
ja siirtyi ta¨ma¨n ja¨lkeen yliopistoon. Helge opiskeli Tukholman yliopistos-
sa professori Mittag-Lefferin oppilaana matematiikkaa. Yliopisto-opintojensa
alkuvaiheessa ha¨n vietti aikaa myo¨s Uppsalan yliopistossa. Vuonna 1891 von
Koch julkaisi ensimma¨isia¨ matemaattisia tuloksiaan. Ha¨nen julkaisunsa kos-
kivat sita¨, kuinka a¨a¨retto¨mia¨ determinantteja pystyisi soveltamaan, kun halu-
taan ratkaista differentiaalilausekkeita, joissa on analyyttisia¨ kertoimia. Ha¨n
ka¨ytti metodeja, jotka perustuivat Henri Poincare´n kuusi vuotta aikaisemmin
julkaisemiin tuloksiin. Ha¨nen tuloksensa eiva¨t itsessa¨a¨n olleet niin mullista-
via, mutta ne tarjosivat ratkaisevat tyo¨va¨lineet funktionaalianalyysin syntyyn
ja kehitta¨miseen. Helgen julkaisut olivat avain siihen, etta¨ Ivar Fredholm pys-
tyi myo¨hemmin ratkaisemaan integraaliyhta¨lo¨nsa¨. Von Koch kokosi julkai-
sunsa tulokset va¨ito¨skirjaksi, jonka perusteella ha¨nelle myo¨nnettiin tohtorin
tutkinto Tukholman yliopistossa vuonna 1892. Vuosien 1893 ja 1905 va¨lilla¨
Helgella¨ oli useita apulaisprofessorin pesteja¨. Ha¨n muun muassa haki algeb-
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ran ja lukuteorian professorin virkaa Uppsalan yliopistosta, mutta ei saanut
sita¨. Na¨iden vuosien aikana ha¨n julkaisi kuuluisimmat tuloksensa. Vuonna
1901 ha¨n osoitti, etta¨ Riemannin hypoteesi on ekvivalentti alkulukuteoree-
man vahvemman muodon kanssa. Lukuteorian lisa¨ksi Helge oli kiinnostu-
nut soveltamaan Poincare´n ja Weierstrassin abstrakteja tuloksia antaakseen
ka¨yta¨nno¨nla¨heisemma¨n ja geometrisemman ma¨a¨ritelma¨n fraktaalille. Ta¨sta¨
kuuluisin tulos on Kochin ka¨yra¨, josta myo¨s Kochin lumihiutale rakentuu.
Matematiikan historiassa ta¨llaisia ka¨yria¨, jotka ovat kaikkialla jatkuvia, mut-
ta eiva¨t missa¨a¨n derivoituvia, oli pitka¨a¨n pidetty matemaattisina hirvio¨ina¨.
Kochin ansiosta fraktaalit saivat aiempaa ymma¨rretta¨va¨mma¨n muodon. Hel-
gen ajelehtimien apulaisprofessorin virasta toiseen sai onnellisen lopun vuon-
na 1905, kun ha¨nelle myo¨nnettiin professuuri Tukholman Kuninkaallisesta
teknillisesta¨ korkeakoulusta. Lopulta vuonna 1911 von Koch peri opettajan-
sa Mittag-Lefferin paikan Tukholman yliopiston matematiikan professorina.
Koch menehtyi Tukholmassa vuonna 1924.
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2 Gabrielin torvi
Gabrielin torveksi kutsuttu matemaattinen kappale muodostuu, kun otamme
ka¨yra¨n
f(x) =
1
x
, x ≥ 1
ja pyo¨ra¨yta¨mme sen x-akselin ympa¨ri. Na¨in muodostuu kolmiulotteinen tor-
vea muistuttava muoto.
Kuva 1: Torven muodostuminen ka¨yra¨n f(x) = 1
x
pyo¨ra¨hdyskappaleena
2.1 Gabrielin torven tilavuus
Laskeaksemme Gabrielin torven tilavuuden, ma¨a¨rittelemme ensin kaavan ti-
lavuuden laskemiseksi. Tieda¨mme, etta¨ suoran ympyra¨lierio¨n tilavuus saa-
daan kaavalla V = pir2h ja haluamme saada selville sellaisen pyo¨ra¨hdyskap-
paleen tilavuuden, joka syntyy, kun funktion f kuvaaja pyo¨ra¨hta¨a¨ x-akselin
ympa¨ri.
Olkoon f : [a, b] → R jatkuva ja f(x) ≥ 0 kaikilla x ∈ [a, b]. Kun ka¨yra¨
y = f(x), x ∈ [a, b], pyo¨ra¨hta¨a¨ x-akselin ympa¨ri, syntyy pyo¨ra¨hdyskappale
K =
{
(x, y, z)| a ≤ x ≤ b, y2 + z2 ≤ f(x)2} .
Olkoon D = {x0, x1, . . . , xn} va¨lin [a, b] jako, jakova¨lit ∆k = [xk−1, xk] (k =
1, 2, . . . , n) ja merkita¨a¨n mk =min{f(x)|x ∈ ∆k}, Mk =max{f(x)|x ∈ ∆k} .
Approksimoidaan K:n suikaletta {(x, y, z) ∈ K|x ∈ ∆k} ympyra¨lierio¨lla¨, jol-
loin sisa¨kappaleen kn tilavuus on
V (kn) =
n∑
k=1
pim2kl(∆k) = pisD(f
2)
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ja ulkokappaleen Kn tilavuus on
V (Kn) =
n∑
k=1
piM2k l(∆k) = piSD(f
2),
eli jakoon D liittyva¨t yla¨- ja alasummat funktiolle pif 2. K:n tilavuus V (K)
toteuttaa epa¨yhta¨lo¨n
pisD(f
2) ≤ V (K) ≤ piSD(f 2).
Kun jakoa tihenneta¨a¨n, saadaan yla¨- ja alasummat mielivaltaisen la¨helle toi-
siaan, jolloin
V (K) = pi
b∫
a
f(x)2dx,
missa¨ f(x) on pyo¨ra¨hta¨va¨n ka¨yra¨n yhta¨lo¨. Sijoitamme ta¨ha¨n kaavaan lausek-
keen f(x) = 1
x
, jolloin saamme lausekkeen Gabrielin torven tilavuudelle
V = pi
b∫
1
f(x)2dx = pi
b∫
1
(
1
x
)2
dx = pi
b∫
1
1
x2
dx
= pi
[
−1
x
]b
1
= pi
(
−1
b
−
(
−1
1
))
= pi
(
1− 1
b
)
.
Annetaan b:n la¨hestya¨ a¨a¨reto¨nta¨, jolloin saamme
lim
x→∞
pi
(
1− 1
b
)
= pi(1− 0) = pi.
Torven tilavuuden arvo la¨hestyy pi:ta¨ kun torven pituutta kasvatetaan rajat-
ta. Siis torven tilavuudella on yla¨raja.
2.2 Gabrielin torven pinta-ala
Ma¨a¨rittelemme ensin kaavan, jolla voimme laskea pyo¨ra¨hdyskappaleen pinta-
alan.
Olkoon f : [a, b] → R jatkuvasti derivoituva, f(x) ≥ 0 kaikilla x ∈ [a, b].
Ka¨yra¨n y = f(x), x ∈ [a, b], pyo¨ra¨hta¨essa¨ x-akselin ympa¨ri muodostuu
pyo¨ra¨hdyspinta
P =
{
(x, y, z) ∈ R3 | a ≤ x ≤ b, y2 + z2 = f(x)2} ,
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jonka ala A(P ) halutaan ma¨a¨ritta¨a¨. Ka¨yta¨mme osoituksessa hyva¨ksi myo¨s
tietoa, etta¨ katkaistun kartion vaipan ala on Av = pi(r1 + r2)s, missa¨ r1 ja r2
ovat pohjaympyro¨iden sa¨teet ja s sivujana.
Olkoon D = {x0, x1, x2, . . . , xn} va¨lin [a, b] jako, jakova¨lit ∆k = [xk−1, xk]
(k = 1, . . . , n). Ta¨llo¨in saadaan P :ta¨ approksimoiva pinta PD, joka koostuu
katkaistujen kartioiden vaipoista Pk. Na¨iden pinta-ala on
A(Pk) = pi[f(xk−1) + f(xk)]
√
l(∆k)2 + [f(xk)− f(xk−1)]2.
Differentiaalilaskennan va¨liarvolauseen mukaan on olemassa ξk ∈ ]xk−1, xk[
siten, etta¨
f(xk)− f(xk−1) = f ′(ξk)(xk − xk−1) = f ′(ξk)l(∆k).
Bolzanon lauseen mukaan on olemassa ηk ∈ ]xk−1, xk[ siten, etta¨
f(ηk) =
1
2
[f(xk−1) + f(xk)].
Siis Pk:n ala on
A(Pk) = 2pif(ηk)
√
1 + f ′(ξk)2 l(∆k),
joten approksimoivan pinnan PD ala on
A(PD) = 2pi
n∑
k=1
f(ηk)
√
1 + f ′(ξk)2 l(∆k).
Toisaalta, jakoon D liittyy Riemannin summa
SD(ξ) = 2pi
n∑
k=1
f(ξk)
√
1 + f ′(ξk)2 l(∆k) −→|D|→0 2pi
b∫
a
f(x)
√
1 + f ′(x)2dx.
Va¨ite:A(PD)−SD(ξ)→ 0, kun |D| → 0.Merkita¨a¨n k = f(ηk)−f(ξk), M =
max{|f ′(x)| : a ≤ x ≤ b} ja (D) = sup{|k| : 1 ≤ k ≤ n}. Koska f on tasai-
sesti jatkuva va¨lilla¨ [a, b], niin lim|D|→0 (D) = 0. Nyt
|A(PD)− SD(ξ)| ≤ 2pi
n∑
k=1
|f(ηk)− f(ξk)|
√
1 + f ′(ξk)2 l(∆k)
≤ 2pi
n∑
k=1
|k|
√
1 +M2 l(∆k) ≤ 2pi(D)
√
1 +M2(b− a) −→ 0,
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kun |D| → 0. Siis pyo¨ra¨hdyspinnan P ala on
A(P ) = 2pi
b∫
a
f(x)
√
1 + f ′(x)2dx.
Ta¨ta¨ kaavaa ka¨ytta¨ma¨lla¨ voimme siis laskea pyo¨ra¨hdyskappaleen pinnan alan.
Kun sijoitamme ta¨ha¨n kaavaan f(x) = 1
x
, saamme lausekkeen Gabrielin tor-
ven pinta-alalle
A = 2pi
b∫
1
1
x
√
1 + (− 1
x2
)2 dx = 2pi
b∫
1
1
x
√
1 +
1
x4
dx = 2pi
b∫
1
√
1 + 1
x4
x
dx.
Arvioidaan integraalin arvoa alaspa¨in pienenta¨ma¨lla¨ osoittajaa
2pi
b∫
1
√
1 + 1
x4
x
≥ 2pi
b∫
1
√
1
x
.
Nyt x 6= 0, joten pinta-alan arvo saadaan integraalista
A = 2pi
b∫
1
√
1
x
= 2pi
b∫
1
1
x
= 2pi
b∫
1
1
x
.
Saamme
A = 2pi [lnx]b1 = 2pi(ln b− ln 1) = 2pi · ln b.
Kun annamme b:n la¨hestya¨ a¨a¨reto¨nta¨, lausekkeen arvo kasvaa rajatta, silla¨
ln b:lla¨ ei ole yla¨rajaa,
lim
b→∞
2pi · lnb =∞.
Ta¨ma¨ tarkoittaa sita¨, etta¨ torven pinta-alan arvo kasvaa rajatta, kun torven
pituus la¨hestyy a¨a¨reto¨nta¨.
2.3 Maalarin paradoksi
Gabrielin torvella on a¨a¨reto¨n pinta-ala, mutta a¨a¨rellinen tilavuus. Idea voi-
taisiin ajatella myo¨s siten, etta¨ maalari voisi ta¨ytta¨a¨ torven maalilla, mutta
samalla maali ei kuitenkaan riitta¨isi peitta¨ma¨a¨n torven sisa¨pintaa. Ta¨ma¨ on
mita¨ ilmeisin paradoksi. Gabrielin torvi kuitenkin on olemassa matemaatti-
sena olentona, joten miksi maalarivertaus ei toimi? Torven pidentyessa¨ sen
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pinta-ala kasvaa. Sama maalima¨a¨ra¨ joutuu peitta¨ma¨a¨n aina vain suurem-
man pinta-alan torvesta. Ta¨ma¨ vaatisi sen, etta¨ maalipinnan paksuus oheni-
si sita¨ mukaa kun torven pituus kasvaa. Maalipinnan pita¨isi kuitenkin ohen-
tua a¨a¨retto¨ma¨n ohueksi, silla¨ torvi pitenee loputtomiin. Tavallinen maali ei
voi ohentua loputtomiin, joten valitettavasti ta¨ma¨ idea ei toimi ka¨yta¨nno¨ssa¨.
Lisa¨ksi torvi kapenee loppua kohden niin ahtaaksi, ettei tavallinen maali-
molekyyli edes mahtuisi kulkemaan siina¨. Teoreettisessa matematiikassa a¨a¨-
rellinen ma¨a¨ra¨ maalia pystyisi peitta¨ma¨a¨n a¨a¨retto¨ma¨n suuruisen pinta-alan.
Maalipeitteen olisi kuitenkin ohennuttava tarpeeksi nopeasti, jotta se pysyisi
peitta¨ma¨a¨n alati kasvavan pinta-alan.
2.4 Pa¨teeko¨ ka¨a¨nteinen?
Lo¨ysimme kappaleen, jonka pinta-ala on a¨a¨reto¨n, vaikka saman kappaleen
tilavuus on a¨a¨rellinen. Voisiko siis olla olemassa sellaisia kappaleita, joiden
pinta-ala on a¨a¨rellinen, mutta tilauus a¨a¨reto¨n? Kysymys on aiheellinen, mut-
ta vastaus on lopulta se, ettei ta¨llaisia kappaleita ole olemassa. Osoittakaam-
me seuraavaksi, etta¨ Gabrielin torvelle ka¨a¨nteinen paradoksaalisuus ei tosi-
aan pa¨de.
Olkoon f : [1,∞[ −→ [0,∞[ differentoituva. Annetaan funktion f ku-
vaajan pyo¨ra¨hta¨a¨ x-akselin ympa¨ri, jolloin syntyy pinta S. Nyt meida¨n on
siis na¨ytetta¨va¨, etta¨ jos S:n pinta-ala As on a¨a¨rellinen, niin ta¨llo¨in myo¨s pin-
nan muodostaman kappaleen tilavuus Vs on a¨a¨rellinen.
Havaitsemme ta¨ma¨n tarkastelemalla seuraavanlaista yhta¨lo¨a¨. Olkoon pinta-
ala As a¨a¨rellinen. Ta¨llo¨in
lim
t→∞
sup
x≥t
f(x)2 − f(1)2 = lim sup
t→∞
t∫
1
(
f(x)2
)′
dx ≤
∞∫
1
| (f(x)2)′ |dx
=
∞∫
1
2f(x)|f ′(x)|dx ≤
∞∫
1
2f(x)
√
1 + f ′(x)2dx =
A
pi
<∞.
Siis on olemassa t0 siten, etta¨ sup{f(x)| x ≥ t0} on a¨a¨rellinen. Na¨in ollen
M := sup{f(x) | x ≥ 1 } on oltava a¨a¨rellinen, silla¨ f(x) on jatkuva, joten
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ta¨llo¨in f(x) on rajoitettu va¨lilla¨ [1, t0]. Siispa¨
V =
∞∫
1
f(x)pif(x)dx ≤
∞∫
1
M
2
· 2pif(x)dx
≤ M
2
∞∫
1
2pif(x)
√
1 + f ′(x)2dx =
M
2
· A.
Eli, jos A on a¨a¨rellinen, niin myo¨s V :n on oltava a¨a¨rellinen.
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3 Gabrielin ha¨a¨kakku
Gabrielin torven mielenkiintoista luonnetta voi la¨hestya¨ myo¨s toisesta na¨ko¨-
kulmasta. Jos lukija ei ole tottunut ka¨ytta¨ma¨a¨n integraalilaskennan keinoja,
voi ongelmaa la¨hestya¨ myo¨s sarjojen kautta. Korvataan funktio f(x) = 1
x
paloittain ma¨a¨ritellylla¨ funktiolla:
f(x) =

1, kun 1 ≤ x < 2,
1
2
, kun 2 ≤ x < 3,
1
3
, kun 3 ≤ x < 4,
. . .
1
n
, kun n ≤ x < n+ 1.
Annetaan na¨in syntyva¨n murtoviivan pyo¨ra¨hta¨a¨ x-akselin ympa¨ri, jolloin
syntyy kyljella¨a¨n olevan ha¨a¨kakun muotoinen kappale. Kappale muodostuu
siis pera¨kka¨isista¨ sylintereista¨, joiden halkaisija kapenee mita¨ pidemma¨lle x-
akselia menna¨a¨n.
3.1 Gabrielin ha¨a¨kakun tilavuus
Olkoon kunkin yksitta¨isen sylinterin korkeus hs ja sa¨de rs. Kunkin yksitta¨isen
sylinterin tilavuus Vs voidaan laskea
Vs = pir
2
s · hs .
Kun sijoitamme ta¨ha¨n rs =
1
n
ja hs = 1, saamme
Vs = pi
1
n2
.
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Kun laskemme yhteen kaikkien sylinterien tilavuudet, saamme
V = Vs1 + Vs2 + Vs3 . . . = pi · 1
12
+ pi · 1
22
+ pi · 1
32
. . . = pi
(
1 +
1
4
+
1
9
. . .
)
.
Lyhyemmin ilmaistuna
V =
∞∑
n=1
pi
(
1
n
)2
= pi
∞∑
n=1
1
n2
.
Tuloksena saatu sarja suppenee. Suppenemisen voi todeta muutamallakin eri
tavalla. Esimerkiksi vertaamalla∑∞
n=1
1
n2
= 1 +
1
22
+
1
32
+
1
42
+
1
52
+ . . .
≤ 1 + 1
2
(
1
2
+
1
2
)
+
1
4
(
1
4
+
1
4
+
1
4
+
1
4
)
+ . . .
= 1 +
1
2
+
1
4
+ . . . =
1
1− 1
2
= 2.
Sarjan suppenemisen voi todeta myo¨s ka¨ytta¨ma¨lla¨ sarjan suppenemisen tes-
taamiseen tarkoitettua integraalitestia¨. Testi perustuu seuraavaan lauseeseen:
Olkoon f : [1,∞[ −→ R va¨heneva¨, f(x) ≥ 0 kaikilla x ∈ [1,∞[, ja ol-
koon f integroituva jokaisella va¨lilla¨ [1, a], a > 1. Merkita¨a¨n xk = f(k), kun
k ∈ N. Ta¨llo¨in
∞∑
k=1
xk suppenee⇐⇒
∞∫
1
f(x) dx suppenee⇐⇒ ∃ lim
a→∞
a∫
1
f(x) dx <∞.
Ka¨ytta¨ma¨lla¨ hyva¨ksemme ta¨ta¨ lausetta voimme saada selville, suppeneeko
sarja
∞∑
n=1
1
n2
.
Olkoon
f(x) =
1
x2
, x ∈ N.
Nyt
∫ b
1
1
x2
dx =
b∫
1
x−2 =
[
x−2+1
−2 + 1
]b
1
=
1
−2 + 1
[
x−1
]b
1
= −1(b−1 − 1−1) = −
(
1
b
− 1
)
= 1− 1
b
.
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Ta¨ma¨n lausekkeen raja-arvo on
lim
b→∞
1− 1
b
= 1.
Integraalilausekkeen raja-arvo on siis olemassa a¨a¨rellisena¨. Ta¨sta¨ voimme
pa¨a¨tella¨, etta¨ tutkittu sarja suppenee ja sen era¨s yla¨raja on pi,
V ≤ pi
∞∑
n=1
1
n2
= pi.
Olimme alunperin tutkimassa Gabrielin ha¨a¨kakun tilavuutta. Tilavuus muo-
dostui ylla¨aolevan sarjan summana. Ha¨a¨kakun tilavuus la¨henee pi:ta¨, kun sen
pituus la¨henee a¨a¨reto¨nta¨.
3.2 Gabrielin ha¨a¨kakun pinta-ala
Ha¨a¨kakun pinta-ala mudostuu kahdenlaisesta erilaisesta pinnasta; sylinte-
rien sivuvaipasta ja kannesta. Kunkin sylinterin kannen pinta ala saadaan
ka¨ytta¨ma¨lla¨ ympyra¨n pinta-alan kaavaa. Kansi muistuttaa muodoltaan rei-
ka¨leipa¨a¨.
Akansi = pi
(
1
n
)2
− pi
(
1
n+ 1
)2
.
Kansien pinta-alojen summa saadaan sarjan summana
A = pi
∞∑
n=1
[
1
n2
− 1
(n+ 1)2
]
.
Lasketaan, miten sarjan summa muodostuu
∞∑
n=1
[
1
n2
− 1
(n+ 1)2
]
=
1
12
− 1
22
+
(
1
22
− 1
32
)
+
(
1
32
− 1
42
)
+
(
1
42
− 1
52
)
. . .
Kun ta¨ma¨n sarjan termit ja¨rjesta¨a¨ uudelleen, saadaan
∞∑
n=1
[
1
n2
− 1
(n+ 1)2
]
= 1 +
1
22
− 1
22
+
1
32
− 1
32
+
1
42
− 1
42
+ . . . = 1− 1
(n+ 1)2
.
Kyseisen sarjan yleisen termin xn raja-arvo on
lim
n→∞
xn = 0.
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Lisa¨ksi sarjan summan raja-arvo on
lim
n→∞
[
1− 1
(n+ 1)2
]
= 1.
Edellisten ominaisuuksien perusteella voimme pa¨a¨tella¨, etta¨ sarja suppenee.
Toinen osuus ha¨a¨kakun pinta-alasta muodostuu sylinterien sivuvaipoista.
Kunkin sylinterin sivun pinta-ala muodostuu seuraavalla kaavalla
Asivu = 2pi · 1
n
· 1.
Sylinterien sivut muodostavat sarjan, jonka summa voidaan ilmaista
A =
∞∑
n=1
2pi · 1
n
= 2pi
∞∑
n=1
1
n
.
Huomataan etta¨ olennainen osa pinta-alasta muodostuu sarjan
∑∞
n=1
1
n
sum-
masta. Kyseinen sarja on harmoninen, ja tunnetusti harmoninen sarja ha-
jaantuu. Ta¨llo¨in myo¨s sylinterien sivujen pinta-alaa kuvaavan sarjan summa
hajaantuu.
Olimme tutkimassa Gabrielin ha¨a¨kakun pinta-alaa. Pinta-ala muodostui sy-
linterien vaippojen pinta-alojen summasta seka¨ kansien pinta-alojen summas-
ta. Vaippojen pinta-alojen summan muodostava sarja hajaantui ja kansien
pinta-alojen summan muodostava sarja taas suppeni.
Kakun kokonaispinta-ala muodostuu hajaantuvan ja suppenevan sarjan sum-
mana
A = 2pi
∞∑
n=1
1
n
+
∞∑
n=1
pi
[
1
n2
− 1
(n+ 1)2
]
.
Ta¨sta¨ seuraa se, pinta-alan muodostava summasarja hajaantuu.
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4 Kochin lumihiutale
Gabrielin torvelle lo¨ytyy analogia tasosta. Kochin lumihiutale on tasokuvio,
jonka ympa¨rysmitta on a¨a¨reto¨n, mutta sen pinta-ala on kuitenkin a¨a¨rellinen.
Kochin lumihiutaleen muodostava Kochin ka¨yra¨ oli yksi ensimma¨isista¨ lo¨y-
detyista¨ fraktaalika¨yrista¨. Sen lo¨ysi ruotsalainen matemaatikko Helge von
Koch vuonna 1904. Hiutaleella on muitakin erikoisia ominaisuuksia. Kuvion
reuna muodostuu ka¨yrista¨, jotka ovat kaikkialla jatkuvia, mutta ne eiva¨t ole
missa¨a¨n differentoituvia. Kochin lumihiutale muodostuu a¨a¨retto¨ma¨n monen
iteraation tuloksena. Alussa on vain tasasivuinen kolmio. Ensimma¨isessa¨ ite-
raatiossa kukin kolmion sivu jaetaan ensin kolmeen osaan, jonka ja¨lkeen jo-
kaisen sivun keskimma¨isen kolmanneksen tilalle piirreta¨a¨n tasasivuinen kol-
mio. Ta¨ma¨n uuden kolmion kanta poistetaan. Toisessa iteraatiossa sama toi-
menpide toistetaan kaikille kuviossa na¨kyville sivuille. Iteraatiota jatketaan
a¨a¨retto¨ma¨n monta kertaa, jolloin Kochin lumihiutale on rajaprosessin tulos.
Kochin lumihiutale on myo¨s luonteeltaan itsesimilaarinen, mika¨ tarkoittaa
sita¨, etta¨ kuviossa on mielivaltaisen pienia¨ osia, jotka ovat yhdenmuotoisia
kuvion isompien osien kanssa. Kochin ka¨yra¨n jokainen sakara on kopio kai-
kista toisista sakaroista.
4.1 Kochin lumihiutaleen piiri
Alkutilanteessa Kochin lumihiutaleen piirin P muodostaa vain tasasivuisen
kolmion sivut. Jos kolmion sivun pituus on a, niin piiri on alkutilanteessa
P0 = 3a. Ensimma¨isen iteraation ja¨lkeen kunkin sivun pituus on kolmasosa
alkupera¨isen sivun pituudesta, mutta sivuja on tullut nelinkertainen ma¨a¨ra¨
lisa¨a¨. Piiriksi muodostuu siten P1 = 3 · 4a3 . Toisen iteraation ja¨lkeen yhden
sivun pituus ja¨lleen kolmasosittuu ja sivujen ma¨a¨ra¨ nelinkertaistuu, jolloin
piirin pituus P2 = 3 · 4 · 4 a32 . Kolmannen iteraation ja¨lkeen piiri P3 = 3 · 4 · 4 ·
4 a
33
= 3a
(
4
3
)3
. Piirin pituus on k:n iteraation ja¨lkeen on
Pk = 3a
(
4
3
)k
.
Kun iteraatioita tehda¨a¨n a¨a¨retto¨ma¨n monta kertaa, muodostuu raja-arvoksi
lim
k→∞
Pk = lim
k→∞
3a
(
4
3
)k
=∞.
Kochin lumihiutaleen piirin pituus on a¨a¨reto¨n. Itseasiassa vaikka otamme
mitka¨ tahansa kaksi pistetta¨ Kochin lumihiutaleen reunalta, niin niiden va¨-
limatka reunaa pitkin on a¨a¨retto¨ma¨n pitka¨.
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Kuva 2: Kochin lumihiutaleen muodostuminen kolmen ensimma¨isen iteraa-
tion tuloksena
4.2 Kochin lumihiutaleen pinta-ala
Alussa Kochin lumihiutaleen pinta-alan A muodostaa tasasivuisen kolmion
ala. Jos kolmion sivun pituus on a ja korkeus h =
√
a2 − (a
2
)2
= a
√
3
2
, niin
pinta-alaksi muodostuu
A0 =
1
2
· h · a =
√
3
4
a2.
Ensimma¨isen iteraation ja¨lkeen alkupera¨iseen alaan on lisa¨tty kolmen uuden
pienemma¨n kolmion pinta-alat. Pienten kolmioiden sivujen pituudet ovat a
3
,
ja kuvion kokonaispinta-ala
A1 =
√
3
4
a2 + 3 ·
√
3
4
(a
3
)2
=
√
3
4
a2
(
1 +
3
9
)
.
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Toisen iteraation ja¨lkeen pinta-ala lisa¨a¨ntyy 3 · 4 = 12 uuden pienen kolmion
verran. Pienten kolmioiden sivujen pituudet ovat a
32
, ja kokonaispinta-ala on
A2 =
√
3
4
a2
(
1 +
3
9
)
+ 3 · 4 ·
√
3
4
( a
32
)2
=
√
3
4
a2
(
1 +
3
9
+
3 · 4
92
)
.
Kolmannen iteraation ja¨lkeen ala on
A3 =
√
3
4
a2
(
1 +
3
9
+
3 · 4
92
)
+ 3 · 4 · 4 ·
√
3
4
( a
33
)2
=
√
3
4
a2
(
1 +
3
9
+
3 · 4
92
+
3 · 4 · 4
(33)2
)
=
√
3
4
a2
(
1 +
3
9
+
3 · 4
92
+
3 · 42
93
)
.
Pinta-alan lauseke muodostuu geometrisen sarjan summana
A =
√
3
4
a2
(
1 +
∞∑
k=1
3 · 4k−1
9k
)
.
Geometrisen sarjan summa voidaan laskea kaavalla
n−1∑
k=0
ark = a
1− rn
1− r ,
missa¨ suhdeluku r < 1. Meida¨n sarjamme tapauksessa r = 4
9
< 1 ja a = 3
9
.
Sijoittamalla saadaan
n−1∑
k=0
3 · 4k−1
9k
=
3
9
· 1−
(
4
9
)n
1− 4
9
,
jonka raja-arvo on
lim
n→∞
[
3
9
· 1−
(
4
9
)n
1− 4
9
]
=
3
9
1− 4
9
=
3
5
.
Sijoitamme ta¨ma¨n alkupera¨iseen Kochin lumihiutaleen pinta-alan lausekkee-
seen, jolloin
Ahiutale =
√
3
4
a2
(
1 +
∞∑
k=1
3 · 4k−1
9k
)
=
√
3
4
a2
(
1 +
3
5
)
=
√
3
4
a2 · 8
5
=
2
√
3
5
a2.
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Kochin lumihiutaleen pinta-ala riippuu siis ainoastaan alkupera¨isen kolmion
sivun pituudesta a. Jos a on a¨a¨rellinen, niin ta¨llo¨in myo¨s lumihiutaleen pinta-
ala on a¨a¨rellinen ja se on itseasiassa 8
5
alkupera¨isen kolmion pinta-alasta.
Lo¨ysimme lausekkeet Kochin lumihiutaleen piirille ja pinta-alalle. A¨a¨retto¨ma¨n
monen iteraation ja¨lkeen piirin pituus on a¨a¨reto¨n, kun taas pinta-ala on
a¨a¨rellinen luku, olettaen etta¨ alkupera¨isen kolmion sivun pituus on a¨a¨rellinen.
4.3 Kochin lumihiutaleen Hausdorffin dimensio
Kochin lumihiutaleeseen liittyy viela¨ era¨s mielenkiintoinen ominaisuus, mita¨
ei Gabrielin torvella ole. Kochin lumihiutaleen Hausdorffin dimensio on log 4
log 3
.
Sen ulottuvuus ei siis ole kokonaisluku, vaikka perinteinen ulottuvuuden
ka¨site niin on vaatinutkin.
Hausdorffin dimensio on ei-negatiivinen reaaliluku, joka liittyy metriseen ava-
ruuteen. Hausdorffin dimensio yleista¨a¨ vanhan vektoriavaruuden ulottuvuu-
den ka¨sitteen. Pisteen Hausdorffin dimensio on nolla, suoran dimensio on yksi
ja tason kaksi. On kuitenkin olemassa joukkoja, joiden Hausdorffin dimensio
ei ole kokonaisluku. Esimerkkina¨ ta¨sta¨ ovat fraktaalit. Myo¨s luonnosta lo¨ytyy
paljon esimerkkeja¨, joiden Hausdorffin dimensio ei ole kokonaisluku. Benoit
Mandelbrotin, fraktaalimatematiikan tutkijan, kerrotaan todenneen ”Pilvet
eiva¨t ole palloja, vuoret eiva¨t ole kartioita, rantaviivat eiva¨t ole ympyro¨ita¨,
kaarna ei ole silea¨a¨ eika¨ salama kulje suoraa linjaa.”
Ma¨a¨ritella¨a¨n Hausdorffin dimensio seuraavalla tavalla. Olkoon X suljettu ja
rajoitettu joukko Rn:ssa¨. Olkoon U = {Ui}i avointen joukkojen muodostama
peite X:lle. Olkoon δ > 0, jolle
Hδ (X) = infU
{
∑
i
diam (Ui)
δ},
missa¨ infimum otetaan yli avointen joukkojen perheen U = {Ui}, joille diam(Ui)
≤ . Ma¨a¨rittelemme, etta¨ Hδ (X) = lim→0Hδ (H). Nyt pa¨a¨semme ka¨siksi
itse Hausdorffin dimension ma¨a¨ritelma¨a¨n, joka on
dimH (X) = inf{δ : Hδ (X) = 0}.
Ma¨a¨ritelma¨ vastaa tavallista, tuttua ma¨a¨ritelma¨a¨ topologisen avaruuden di-
mensiolle. Aiempaan ma¨a¨ritelma¨a¨n verrattuna Hausdorffin dimension omi-
naisuuksiin kuuluu, etta¨ dimension arvo voi olla kokonaisluvun lisa¨ksi myo¨s
reaaliluku. Hausdorffin dimensiolla on myo¨s seuraavat ominaisuudet:
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1. Minka¨ tahansa X:n numeroituvan osajoukon dimensio dimH(X) = 0.
2. Jos vertaamme Hausdorffin dimensiota niin sanottuun laatikkodimen-
sioon (box dimension), niin relaatio dimH(X) ≤ dimB(X) pa¨tee aina.
Kuitenkin monissa tapauksissa, kuten Kochin lumihiutaleen tapauk-
sessa, Hausdorffin dimension ja laatikkodimension arvot ovat samat
dimH(X) = dimB(X).
Miten laatikkodimensio sitten liittyy Hausdorffin dimensioon? Laatikkodi-
mensio oli era¨s Hausdorffin dimension ”kehitysvaihe”ja ne ovatkin la¨hes sa-
ma asia. Laatikkodimension ma¨a¨ritelma¨ ei kuitenkaan toiminut kaikille eri-
koistapauksille, joten ma¨a¨ritelma¨ kehittyi edelleen Hausdorffin dimensioksi.
Olkoon  > 0, ja N() pienin ma¨a¨ra¨ -palloja, joka riitta¨a¨ peitta¨ma¨a¨n tut-
kittavan joukon X. Joukon X laatikkodimensio on
dimB(X) = lim sup
→0
logN()
log (1

)
.
Tutkikaamme nyt Kochin lumihiutaleen laatikkodimensiota dimB(X). Ol-
koon X Kochin ka¨yra¨. Kochin lumihiutale siis muodostuu kolmesta Kochin
ka¨yra¨sta¨, jotka on asetettu niin, etta¨ ne muodostavat lumihiutaleen. Kukin
Kochin ka¨yra¨ Xn taas koostuu 4
n osasta, joiden pituus on 3−n. Kochin lu-
mihiutale muodostuu iteraatioprosessissa, missa¨ jokaisessa iteraatiossa ka¨yra¨
Xn korvataan ka¨yra¨lla¨ Xn+1.
Kun a = 1, n =
1
3n
, joukko Xn koostuu 4
n osasta, joiden pituus on n. Joukko
Xn voidaan peitta¨a¨ palloilla, joiden sa¨de on
n
2
ja keskipiste sijaitsee ka¨yra¨n
osan keskella¨. Voimme havaita, etta¨ ta¨ma¨ on samalla peite myo¨s X:lle, eli
pienin ma¨a¨ra¨ n-palloja, joka riitta¨a¨ peitta¨ma¨a¨n X:n, on N(n) ≤ 4n.
On myo¨s helppo na¨hda¨, etta¨ mika¨ tahansa pallo, jonka halkaisija on n, voi
leikata korkeintaan kahta Xn:n osaa, joten N(n) ≥ 4n−1. Mille tahansa  > 0
voimme valita n+1 ≤  < n ja tieda¨mme, etta¨ N(n) ≤ N() ≤ N(n+1).
Siispa¨
n− 1
(n+ 1)
log 4
log 3
≤ logN(n)
log ( 1
n+1
)
≤ logN()
log (1
e
)
≤ logN(n+1)
log ( 1
en
)
≤ n+ 1
n
log 4
log 3
.
Kun annamme n −→ +∞, huomaamme, etta¨
dimB(X) = lim
→0
logN()
log (1
e
)
=
log 4
log 3
.
Kuten aiemmin todettiin, Kochin lumihiutaleen Hausdorffin dimensio ja laa-
tikkodimensio ovat samat eli dimH(X) = dimB(X) =
log 4
log 3
≈ 1,26.
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5 Gabrielin torvi ja Kochin lumihiutale ope-
tuksessa
Gabrielin torvea ja Kochin lumihiutaletta voi ka¨ytta¨a¨ hyvin seka¨ lukio-
etta¨ peruskouluopetuksessa. Kappaleissa nivoutuvat yhteen monet hanka-
lat ka¨sitteet kuten raja-arvo, integraali, a¨a¨retto¨ma¨n ka¨site, tilavuuden suhde
kappaleen muotoon, seka¨ lausekkeen suuruuden arviointi. Lisa¨ksi kappaleisiin
liittyva¨ na¨enna¨inen paradoksaalisuus kiehtoo varmasti kaikenika¨isia¨. Kappa-
leiden matemaattisten kaavojen esitta¨minen ja tarkastelu sopii la¨hinna¨ lu-
kioon lisa¨materiaaliksi, mutta ajatuksen tasolla ne sopivat jo peruskoulun
yla¨luokille. Torvesta ja lumihiutaleesta saa hyvin eritasoisia tehta¨via¨ sa¨a¨ta¨-
ma¨lla¨ tehta¨va¨n avoimuutta. Mutta mita¨ ovat avoimet tehta¨va¨t?
5.1 Avoimet tehta¨va¨t matematiikassa
Avoimet tehta¨va¨nannot ovat saaneet alkunsa Japanista jo 1970-luvulla. Alun
perin tarkoituksena oli seurata miten oppilaat pystyva¨t tuomaan ongelman
na¨ko¨kulmat esiin matemaattisella tavalla ja kuinka oppilaat soveltaisivat ma-
tematiikan taitojansa ratkaistakseen ongelman. Lisa¨ksi haluttiin seurata, mi-
ten oppilaat pystyva¨t tyo¨skentelema¨a¨n yhdessa¨ ratkaistessaan matemaattisia
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ongelmia. Suomessa Erkki Pehkonen on toteuttanut monia tutkimusprojek-
teja liittyen avoimiin ongelmatehta¨viin. Pehkosen mukaan esimerkiksi me-
netelma¨llisen tiedon (kuten tosiasioiden ka¨ytta¨minen) oppiminen tehostuu
ka¨ytetta¨essa¨ avointa la¨hestymistapaa. Avoimet ongelmat ruokkivat ymma¨r-
rysta¨ ja luovuutta. Tehta¨va¨n sanotaan olevan avoin, jos sen alku- tai lopputi-
lanne ei ole tarkasti ma¨a¨ritetty. Avoimia ongelmia voivat olla mm. tutkimus-
tehta¨va¨t, itse muotoillut ongelmat, arkiela¨ma¨n tilanteet, projektit, ongelmien
varioinnit ja tehta¨va¨t, joissa ei ole kysymysta¨.
5.2 Gabrielin torvi lukion pitka¨n matematiikan ope-
tuksessa
Lukio-opetuksessa torvea voisi ka¨ytta¨a¨ lukion loppupuolella lisa¨tehta¨va¨na¨
edistyneimmille oppilaille. Oppilaat voisivat tutkia torvea joko yksin tai ryh-
ma¨ssa¨. Tehta¨va¨tyyppia¨ varioimalla torvesta saa kohderyhma¨lle soveltuvan.
Avoin oppimistehta¨va¨ olisi haastavin ja tehta¨va¨n vaikeusastetta lasketaan
antamalla tilavuuden ja pinta-alan lausekkeet osittain tai kokonaan valmiik-
si esitettyna¨.
Laskettaessa torven pinta-alaa on ka¨tevinta¨ arvioida integraalilauseketta a-
laspa¨in, jotta va¨ltyta¨a¨n hankalilta integraalilaskuilta. Ta¨ma¨ analyyttinen me-
netelma¨ ei kuulu lukion oppisisa¨lto¨o¨n ja siksi ta¨ma¨ vaihe tehta¨va¨sta¨ kaipaa
ehdottomasti opettajan ohjausta ja mahdollisesti muitakin esimerkkeja¨ vas-
taavanlaisista laskuista. Ajatuksen tasolla integraalilausekkeen arviointi ei
kuitenkaan pita¨isi olla mahdotonta lukiolaiselle.
Avoin oppimistehta¨va¨ torvesta haastaisi oppilaan ka¨ytta¨ma¨a¨n kaikkia op-
pimiaan taitoja muotoillakseen torven alan ja tilavuuden lausekkeen. Avoin
tehta¨va¨nanto voisi olla muotoiltu esimerkiksi seuraavasti: Gabrielin torvi on
matemaattinen muoto, jolla on a¨a¨reto¨n pinta-ala, mutta sen tilavuus on kor-
keintaan piin suuruinen. Kuinka ta¨ma¨ on mahdollista?
Suljetummassa oppimistehta¨va¨ssa¨ oppilaalle annetaan osa torven ta¨rkeista¨
ominaisuuksista valmiina ja oppilaan tehta¨va¨ksi ja¨a¨ ymma¨rta¨a¨ esitetyt omi-
naisuudet ja tehda¨ niiden perusteella johtopa¨a¨to¨ksia¨. Esimerkki suljetusta
tehta¨va¨nannosta:
Gabrielin torvi on kappale, joka muodostuu, kun ka¨yra¨ f(x) = 1
x
, x ≥ 1,
pyo¨ra¨hta¨a¨ x-akselin ympa¨ri muodostaen torven muotoisen kolmiulotteisen
kappaleen. Alla on esitetty Gabrielin torven pinta-alan ja tilavuuden lausek-
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keet va¨lilla¨ [1, b]. Laske ensin integraalien arvot. Laske sitten raja-arvo pinta-
alalle ja tilavuudelle, kun b −→∞. Mita¨ huomaat? Piirra¨ myo¨s kuva!
A = 2pi
b∫
1
1
x
, V = pi
b∫
1
1
x2
dx.
5.3 Gabrielin torvi lukion lyhyen matematiikan ope-
tuksessa
Lukion lyhyessa¨ matematiikassa Gabrielin torvea ei voi ka¨sitella¨ kovinkaan
matemaattisella tasolla. Torveen liittyva¨t kuitenkin monet lyhyen matema-
tiikan ta¨rkea¨t ka¨sitteet: logaritmi ja eksponenttifunktio. Gabrielin torvi voi
toimia konseptina na¨iden ka¨sitteiden syventa¨misen yhteydessa¨. Tehta¨va¨ voisi
olla tutkimustehta¨va¨ jonka aiheina ovat luonnollinen logaritmi ja Gabrielin
torvi.
Esimerkkitehta¨va¨nanto:
Selvita¨ aluksi, mita¨ tarkoittavat ka¨sitteet Neperin luku ja luonnollinen loga-
ritmi. Tee sitten seuraavat tehta¨va¨t:
1. Piirra¨ luonnollisen logaritmin kuvaaja.
2. Piirra¨ toiseen kuvaan luonnollisen logaritmin kuvaaja alkaen kohdasta
x = 1.
3. Hahmottele kappale, joka syntyy kun ta¨ma¨ ka¨yra¨ pyo¨ra¨yteta¨a¨n sym-
metrisesti x-akselin ympa¨ri.
4. Kuvaile syntyva¨a¨ kappaletta. Millaisia ominaisuuksia kappaleella on?
5. Syntynytta¨ kappaletta kutsutaan Gabrielin torveksi. Ota selva¨a¨, kuka
alun perin lo¨ysi torven ja miksi se hera¨tti suurta ha¨mma¨stysta¨ 1600-
luvun matemaatikkojen keskuudessa. Kirjoita yhden sivun mittainen
aine ja liita¨ mukaan piirrokset.
5.4 Gabrielin torvi peruskouluopetuksessa
Torvesta saa mainioita tehta¨via¨ myo¨s peruskoulutasolle. Mita¨a¨n matemaatti-
sia lausekkeita ei ta¨llo¨in voida ka¨sitella¨, mutta torveen liittyva¨ paradoksaali-
suus seka¨ torven tilavuuden pohtiminen sopivat nuoremmillekkin. Ta¨llo¨in on
hyva¨ kuitenkin ka¨ytta¨a¨ mahdollisimman konkreettista la¨hestymistapaa seka¨
runsasta visualisointia.
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Vaikein osuus on ymma¨rta¨a¨, etta¨ erimuotoisilla kappaleilla voi olla sama
tilavuus. Ta¨ta¨ varten voisi oppilaille teetta¨a¨ ensin muita johdattelevia teh-
ta¨via¨, joissa ka¨sitelta¨isiin tilavuuden ja kappaleen muodon suhdetta. Toinen
hankala ka¨site on a¨a¨retto¨myys. Oppilailla pita¨isi olla edes jonkinlainen intui-
tiivinen ka¨sitys, mita¨ tarkoittaa ”a¨a¨retto¨ma¨n pitka¨” tai ”jatkuu a¨a¨retto¨ma¨n
pitka¨lle”.
Gabrielin torven tapaus on karkeasti esitetta¨vissa¨ esimerkiksi muovailuva-
han avulla. Oppilaille annettaisiin nyrkin kokoinen pala muovailuvahaa, ja
pyydeta¨a¨n heita¨ ensin muotoilemaan siita¨ pitkulainen torvenmuotoinen kap-
pale. Ta¨ma¨n ja¨lkeen opettaja kehottaa oppilaita muovailemaan torven ka-
peaa osaa yha¨ pidemma¨ksi ja pidemma¨ksi. Huolellisella muovailulla oppilaat
voivat saada torven putkesta hyvinkin pitka¨n. Opettaja voi ta¨ssa¨ vaiheessa
kysya¨ oppilailta, mika¨ on torven tilavuus nyt? Onko se sama kuin alussa, jol-
loin muovailuvaha oli viela¨ yhtena¨ ko¨nttina¨? Muovailu voidaan lopettaa sii-
na¨ vaiheessa, kun torven putki alkaa katkeilla, mutta toiminnasta siirryta¨a¨n
opettajan johdattelemaan keskusteluun.
Opettaja pyyta¨a¨ oppilaita kuvittelemaan tilanteen jossa muovailuvaha olisi
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niin ja¨nteva¨a¨, etta¨ vaikka putkesta tulisi a¨a¨retto¨ma¨n ohut, niin muovailuvaha
ei katkeilisi, vaan venytta¨mista¨ voisi jatkaa loputtomiin. Olisiko syntyneen
vahatorven tilavuus edelleen sama kuin alussa muovailuvahako¨nttina¨? Tila-
vuuden suuruutta voi tutkia esimerkiksi upottamalla muovailuvahamalleja
vedella¨ ta¨ytettyyn keitinlasiin, jossa na¨kyy mitta-asteikko.
5.5 Kochin lumihiutale lukion pitka¨n matematiikan o-
petuksessa
Kochin lumihiutaleesta saa hyvia¨ tehta¨via¨ lukion pitka¨n matematiikan li-
sa¨materiaaliksi. Aihealueiden puolesta Kochin lumihiutale sopii esimerkiksi
geometrian, raja-arvon tai sarjojen yhteyteen. Hiutaleen pinta-alan lausek-
keen johtaminen ja muokkaaminen sopivaan muotoon on oppilaille haasteel-
lista, silla¨ pitka¨sta¨ lausekkeesta on pystytta¨va¨ hahmottamaan sopivin yhtei-
nen tekija¨. Lisa¨ksi oppilaan on kyetta¨va¨ ryhmittelema¨a¨n lausekkeen termit
niin, etta¨ sarjamuotoa voidaan ka¨ytta¨a¨. Opettajan avustuksella hiutaleen
pinta-alan ja piirin lausekkeiden johtaminen ei pita¨isi kuitenkaan olla ylivoi-
maista lukiolaiselle.
Oppilaille saattaa olla hankalaa ymma¨rta¨a¨ myo¨s se, etta¨ jokin kuvio on raja-
arvo. Raja-arvon ka¨sitetta¨ ka¨sitella¨a¨n kuitenkin hyvin yksinkertaisella tasolla
lukiossa ja raja-arvona on la¨hes aina jokin vakio tai piste. Kochin lumihiuta-
leen tapauksessa raja-arvon ka¨sitetta¨ on kuitenkin avarrettava. Voi olla, etta¨
heikommille oppilaille na¨in suuri ka¨sitteen muutos on ylivoimaista, mutta
etenkin taitavammille oppilaille ka¨sitteen avartaminen ja laajentaminen voi
olla hyvin motivoivaa ja innostavaa. Kochin lumihiutaleen matemaattinen
ka¨sitteleminen ei kuitenkaan vaadi ka¨sitteiden syva¨llista¨ ymma¨rrysta¨, joten
keskinkertaisilla pitka¨n matematiikan taidoillakin Kochin lumihiutaleen ma-
temaattinen ka¨sittely pita¨isi onnistua.
Tehta¨va¨n avoimuutta sa¨a¨ta¨ma¨lla¨ Kochin lumihiutaleesta saa eritasoisia teh-
ta¨via¨. Hyvin avoin tehta¨va¨ voisi olla itsena¨inen tutkielma, jossa oppilas voi-
si esimerkiksi yhden jakson aikana tutkia hiutaleen matemaattisia ominai-
suuksia seka¨ historiaa. Esimerkkitehta¨va¨nanto voisi olla seuraavanlainen: Ota
selva¨a¨, mika¨ on Kochin lumihiutale ja millaisia matemaattisia ominaisuuksia
silla¨ on. Esittele tutkielman lo¨ydo¨ksia¨ muulle luokalle. Tutkielman tulokset
voit esitella¨ esimerkiksi aineen, PowerPoint -esityksen, posterin tai YouTube
–videon muodossa.
Suljetummassa tehta¨va¨nannossa oppilas voisi tutkia Kochin lumihiutaleen
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piiria¨ ja pinta-alaa valmiiksi annettujen lausekkeiden avulla. Esimerkki teh-
ta¨va¨nannosta:
1. Ota selva¨a¨ mika¨ on Kochin lumihiutale, ja miten se muodostuu.
2. Piirra¨ Kochin lumihiutale alkutilanteessa (sivun pituus a) seka¨ sen kol-
me ensimma¨ista¨ iteraatiota ja kirjoita niiden piirin ja pinta-alan lausek-
keet.
3. Kochin lumihiutaleen pinta-alan (Ahiutale) ja piirin (Pk) yleiset lausek-
keet ovat alla. Laske niiden arvo, kun iteraatioiden ma¨a¨ra¨ la¨hestyy
a¨a¨reto¨nta¨, eli kun k →∞. Kaavat piirille ja pinta-alalle ovat
Pk = 3a
(
4
3
)k
, Ahiutale =
√
3
4
a2
(
1 +
∞∑
k=1
3 · 4k−1
9k
)
.
5.6 Kochin lumihiutale lukion lyhyen matematiikan o-
petuksessa
Lyhyessa¨ matematiikassa Kochin lumihiutaleen pinta-alaa tai piiria¨ ei voi
ka¨sitella¨ kovinkaan matemaattisesti. Sen paradoksaalisista ominaisuuksista
voi puhua yleisella¨ tasolla, mutta niiden osoittaminen on liian vaikea tehta¨va¨
lyhyen matematiikan opiskelijoille, silla¨ he eiva¨t tutustu raja-arvon ka¨sit-
teeseen lainkaan. Ta¨ma¨ ei kuitenkaan tarkoita sita¨, etta¨ hiutaleesta ei sai-
si tehta¨via¨ lisa¨materiaaliksi myo¨s lyhyeen matematiikkaan. Seuraavanlainen
tehta¨va¨nanto sopisi esimerkiksi geometrian kurssin yhteyteen:
1. Piirra¨ tasasivuinen kolmio.
2. Jaa sen sivut kolmeen osaan.
3. Piirra¨ sivun keskimma¨isen kolmanneksen tilalle uusi tasasivuinen kol-
mio siten, etta¨ ka¨yta¨t sivun keskimma¨ista¨ kolmannesta kolmion kanta-
na. Lopuksi poista uuden kolmion kanta.
4. Toista kohdat 2 ja 3 kaikille uuden kuvion sivuille.
5. Pohdi, voisiko samaa prosessia jatkaa loputtomiin?
6. Laske syntyneen kuvion piirin pituus ja pinta-ala, kun alkupera¨isen
(kohdan 1) kolmion sivun pituus on 1.
7. Ota selva¨a¨ mika¨ on Kochin lumihiutale ja kuka sen keksi.
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Kochin lumihiutaleen pinta-alan lauseketta voi ka¨sitella¨ lyhyen matematiikan
syventa¨va¨lla¨ kurssilla, jossa aiheena on geometrinen sarja. Ta¨llo¨in kuitenkin
on syyta¨ pita¨a¨ hiutale vain mielenkiintoisena taustatarinana ja keskittya¨ geo-
metrisen sarjan summan ka¨sittelyyn, jotta tehta¨va¨ ei mene liian haastavaksi.
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